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Was ich nicht erschaffen kann, das verstehe ich
auch nicht.

Richard P. Feynman

Am Beispiel eines einfachen Pendels zeige ich die Anwendung der theoretischen Mechanik zur Auf-
stellung und Losung von Differentialgleichungen. Neben der analytischen Losung und der numerischen
Loésung mit dem Runge-Kutta-Verfahren zeige ich auch die Modellierung mit analogen Schaltkreisen als

Alternative.

Einleitung

Eines der einfachsten Experimente, anhand dessen man
Bewegungsgleichungen erklaren kann, ist das Pendel,
das sich im Schwerefeld bewegt. Wie immer in solchen
Fillen nehmen wir zunéchst an, dass das Schwerefeld ho-
mogen, die Masse punktférmig und der Luftwiderstand
zu vernachlassigen sei.

Abbildung 1 — Das Pendel und die wirkende Schwerkraft.

Hamilton-Formalismus

Um die Bewegungsgleichung eines einfachen Pendels mit
Hilfe des Hamilton-Formalismus|] herzuleiten[3], folgen
wir diesen Schritten:

Ausdruck fiir die kinetische Energie T: Die ki-
netische Energie eines Pendels ist gegeben durch die Be-
wegung der Masse an seinem Ende. Bei einem Pendel
der Lange [ und einer Masse m, das um einen Winkel 6
ausgelenkt wird, ist die Geschwindigkeit des Pendelen-
des v = 10 (wobei 0 die zeitliche Ableitung von 6 ist).

Dabher ist die kinetische Energie

T= 1m’u2 = }m(w)Q

5 > (1.1)

Ausdruck fiir die potenzielle Energie V: Die po-
tenzielle Energie wird durch die Hohe des Pendelendes
iiber seinem tiefsten Punkt bestimmt. Wenn das Pen-
del um den Winkel 6 ausgelenkt wird, ist die Hohe
h =1(1 — cosf). Die potenzielle Energie ist dann

V = mgh = mgl(1 — cos @), (1.2)

wobei g die Erdbeschleunigung ist.
Hamilton-Funktion H): Die Hamilton-Funktion H
ist die Summe aus kinetischer und potenzieller Energie,
aber ausgedriickt in generalisierten Koordinaten und Im-
pulsen. Der generalisierte Impuls p bezogen auf 0 ist

_oT _

P mi?6 (1.3)

Dann driicken wir 6 in p aus und setzen es in den Aus-
druck fir T ein. Die Hamilton-Funktion ist
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2ml?

H=T+V = + mgl(1 — cos9). (1.4)

Hamiltonsche Bewegungsgleichungen: Die Ha-
miltonschen Gleichungen lauten
OH

p=-"g" (1.5)
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Aus der ersten Gleichung erhalten wir

4

0=—">. 1.6
Die zweite Gleichung liefert
OH
p= = —mglsin 6. (1.7)
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Abbildung 2 — Lineare Niherung fir kleine Winkel 6.

Bewegungsgleichung: Ersetzen wir p in der zweiten
Hamiltonschen Gleichung durch mi?6, erhalten wir die
Bewegungsgleichung:

mi?0 = —mglsin 6. (1.8)
Vereinfacht ergibt sich:
b =—7sino. (1.9)

l

Diese Gleichung beschreibt die Bewegung eines ein-
fachen Pendels im Rahmen des Hamilton-Formalismus.
Sie gilt fiir kleine Winkelapproximationen, wobei sin 6 =
# angenommen wird. Fiir groflere Winkel muss man die
volle Sinusfunktion beriicksichtigen. Die Losung der Be-
wegungsgleichung fiir ein einfaches Pendel, insbesonde-
re im Falle kleiner Winkelauslenkungen, kann mit ei-
ner Approximation erreicht werden. Die Differentialglei-
chung, die wir zuvor hergeleitet haben, ist:

b= —%sin@. (1.10)

Fiir kleine Winkel kann man sin # durch # annéhern,
was die Gleichung zu einer linearen Differentialgleichung
macht:

§=-79.

l (1.11)

Diese Gleichung ist eine Standardform der harmoni-
schen Bewegung. Ihre allgemeine Losung ist:

0(t) = Acos(wt + ¢), (1.12)

dabei ist A die Amplitude der Schwingung ist (maxi-

maler Winkelausschlag), w = ﬂ die Winkelfrequenz

der Schwingung, ¢ die Phasenverschiebung, abhéngig
von den Anfangsbedingungen (z.B. Anfangsauslenkung
und Anfangsgeschwindigkeit) und ¢ die Zeit.

Generalisierte Koordinaten Es ist nicht immer
praktikabel, im gewohnten kartesischen Koor-
dinatensystem zu arbeiten — oft werden Din-
ge einfacher, wenn Bewegungen, die ohnehin
durch Zwangsbedingungen eingeschrankt sind, auf
ihre verdnderlichen Parameter zu beschrénken.
Zwangsbedingungen in der Mechanik beschrén-
ken die Bewegung eines Systems auf bestimmte
Bahnen oder Fléchen im Konfigurationsraum. Sie
sind ein wesentlicher Bestandteil der Formulie-
rung der Bewegungsgleichungen in der klassischen
Mechanik. Zwangsbedingungen heissen holonom,
wenn sie sich als Gleichungen ausdriicken lassen,
die ausschliefllich von den Koordinaten und mog-
licherweise von der Zeit abhéngen, aber nicht von
den Geschwindigkeiten oder hoheren Ableitungen
der Koordinaten.

Formal ausgedriickt ist eine Zwangsbedingung
holonom, wenn sie durch eine Gleichung der Form

f(Ch, q2, - Qnyt) =0

dargestellt werden kann, wobei q1, g2, ..., g, die ge-
neralisierten Koordinaten des Systems sind und ¢
die Zeit ist. Diese Bedingung muss zu jeder Zeit
wahrend der Bewegung des Systems erfiillt sein.

Numerische Losung

Fiir groflere Winkel ist die Losung der Bewegungsglei-
chung deutlich komplexer und kann elliptische Funktio-
nen involvieren, da die Naherung sinf =~ 6 nicht mehr
giiltig ist. In diesem Fall ist eine numerische Losung oft
der praktikabelste Weg.

Das Runge-Kutta-Verfahren der wvierten Ordnung
(RK4)[!](p. 433) ist ein weit verbreitetes und effekti-
ves numerisches Verfahren zur Losung von Differential-
gleichungen. Es bietet eine gute Balance zwischen Ge-
nauigkeit und Rechenaufwand. Um RK4 auf die Bewe-
gungsgleichung des Pendels anzuwenden, verwenden wir
erneut die beiden Gleichungen, die das System beschrei-
ben:

0 =w (2.1)

w= —%sin@

Das RK4-Verfahren verwendet vier Approximationen
(k1, k2, k3, k4) fir die Steigung der Funktion und
nimmt deren gewichteten Durchschnitt, um eine prazi-
sere Schatzung des néchsten Werts zu erhalten.

Fiir jeden Schritt berechnen wir:

Fir 6:



kl=At-w (2.3)

K2 = Ab- (w4 %) (2.4)

k3 =At- (w+ %) (2.5)

kd = At - (w+ k3) (2.6)
Onschste = 0 + é(kl + 2k2 + 2k3 + k) (2.7)

Fir w:

11 =At- (—% sin ) (2.8)

12 = At (—% sin(6 -+ %)) (2.9)

13 = At (Y sin(s %2)) (2.10)

14 = At (—% sin(6 + 13)) (2.11)
Waichste = W -+ é(u + 212+ 23 + 14) (2.12)

Man beginnt mit Anfangswerten fiir § und w und wie-
derholt diesen Prozess mit einer festgelegten Schrittgro-
Be At tiber den gewiinschten Zeitraum.

Pendelbewegung
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Abbildung 3 — Ausgabe des RK4-Skripts

Im Vergleich zum Euler-Verfahren[!](p. 430) ist RK4
deutlich genauer, insbesondere bei komplexeren Diffe-
rentialgleichungen oder wenn eine héhere Genauigkeit
erforderlich ist. Allerdings ist es auch rechenintensiver.
Listing 1 zeigt eine Beispielimplementierung mit SciPy.

Gedampfte Schwingung

Die Bewegungsgleichung fiir ein geddmpftes Pendel, bei
dem die Dampfung durch Luftwiderstand oder Reibung
im Aufhdngungspunkt berticksichtigt wird, kann durch
eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung be-
schrieben werden, wenn die Auslenkung klein ist. Die
allgemeine Form dieser Gleichung lautet:

Abbildung 4 — Die Neuauflage eines Analogrechners zum
Ezxperimentieren

0+ 270 +wih =0 (3.1)

Dabei ist v der Ddmpfungskoeffizient, der die Stérke der
Déampfung bestimmt, und wy = /g/L die ungeddmpfte
Eigenkreisfrequenz des Pendels. Die Losung dieser Dif-
ferentialgleichung hingt von den Anfangsbedingungen
und dem Wert des Dampfungskoeffizienten v ab. Fiir
unterkritische Dampfung (v < wp) beispielsweise hat die
Losung die Form:

9(t) = Oe " cos(wgt + ¢) (3.2)

wobei:

e O die Amplitude der Anfangsauslenkung ist,

e wg = Jwi —7? die gedampfte Eigenfrequenz des
Pendels

e ¢ die Phasenverschiebung ist, die von den Anfangs-
bedingungen abhéngt.

Diese Losung beschreibt eine Schwingung, deren Am-
plitude exponentiell mit der Zeit abnimmt, was charak-
teristisch fiir ein geddmpftes System ist.
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Abbildung 5 — Gedampfte Pendelschwingung mit v = 0.1,
UJo:2,¢:0, =2

Analog rechnen

Das Losen von Differentialgleichungen mit dem Digital-
computer mag bequem erscheinen, hat aber seine Ti-
cken: Wenn etwas schief geht merkt man es nicht unbe-
dingt. Analogrechner sind von ihrer Natur ungenauer,
aber gutmiitiger; man liegt nicht so sehr daneben[5].
Beim Analogrechner besteht die Software aus der Ver-
drahtung der einzelnen Rechenmodule. Die Verwendung
von Operationsverstarkern erlaubt es, Gleichungen di-
rekt zu integrieren — der Zwischenschritt iiber nume-
rische Néherungsverfahren ist nicht nétig und der Lo-
sungsraum wird sofort im Oszillogramm visualisiert.
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import solve_ivp

# Pendelparameter
g = 9.81 # Erdbeschleunigung in m/s 2
1=1.0 # Ldnge des Pendels in Metern

# Bewegungsgleichungen
def pendel(t, y):
theta, omega =y
dtheta_dt = omega
domega_dt = -(g / 1) * np.sin(theta)
return [dtheta_dt, domega_dt]
# Anfangsbedingungen: theta = 0.5 rad, omega = 0.0 rad/s
yo = [0.5, 0.0]
# Zeitintervall: von 0 bis 4 Sekunden
t = (0, 4)

# Losung des Differentialgleichungssystems mit RK45
sol = solve_ivp(pendel, t, yO, method='RK45',
< t_eval=np.linspace(0, 4, 100))

# Plotten der Ergebnisse

plt.plot(sol.t, sol.y[0], label='theta (Winkel)')
plt.plot(sol.t, sol.y[1], label='omega

— (Winkelgeschwindigkeit)')

plt.legend()
plt.xlabel('Zeit (s)')
plt.ylabel('Werte')
plt.title('Pendelbewegung')
plt.grid(True)

plt.show()

Listing 1 — Implementierung des RK/-Algorithmus in Python



